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RI~SUMI~ 
L'article fait un pas substantiel vers la solution d'un probl6me laiss6 ouvert par 
Rademacher, Dickson et Plotkin. Ces auteurs, 6tudiant la possibilit6 de disposer, 
l'int6rieur d'un cube, P8 parall616pip6des parall61es au cube, deux ~t deux disjoints, et 
dont les projections ur toutes les faces du cube remplissent ces faces, ont montr6 que 
le minimum de Pa, si P3 > 1, 6tait t3 = 12. Mentionnant la conjecture que dans ta 
g6n6ralisation du probl6me /t n dimensions le minimum tn de p.' pourrait 6tre 6gai 
n 9 2 "-~, ils terminent en montrant que si l'on consid6re seulement des paralldlotopes 
infiniment aplatis on a t. ~ n - 2 n-~. 
Dans le pr6sent article on 6tablit que, sous la m6me hypoth6se, on a en fait 
t,~ = n 9 2 ~-a. 
1. INTRODUCTION 
Dans le premier article du premier num6ro du premier volume du 
" Journal  of Combinatorial  Theory" ( juin 1966), H iRademacher ,  R. 
Dickson et M. Plotkin posent le probl~me g6n6ral suivant, que nous 
appellerons ici probl6me (P): dans l'espace h n dimensions, disposer, en 
Hombre min imum tn, des (hyper)parall616pip~des disjoints et parall~les 
aux axes de fagon qu'ils poss~dent la "propri6t6 d 'ombre"  ("shadow 
property"), c'est-/~-dire que leurs projections sur les n hyperplans de  
coordonn6es remplissent toutes des "hypercarr6s". 
Partant du cas (tr~s 6vident) n = 2, o~a l 'on a t2 = 4, les auteurs d6cri- 
vent en d6tail la solution de (P) pour n = 3, montrent - -c 'est  le r6sultat 
principal de leur article que t 8 = 12, et 6tablissent :6gNement que 
t4 >~ 30. Ils ment ionnent ensuite, /t titre de conjecture g6n6rale, que t,~ 
pourrait ~tre 6gal au nombre d'arr~tes de l 'hypercube ~t n dimensions 
(c'est-~-dire ~tn ,  2'~-1), ce qui est vrai en effet pour t2 et t3 et non absurde 
pour t~. 
Enfin, dans une remarque additionnelle, ils invoquent un  argument un 
peu  inattendu en faveur de l'in6galit6 t~  n "2 n-l, qui n'est en quelque 
sorte que la  moiti6 de la  conjecture g6n6rale: l 'argument consiste nune  
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autre conjecture, ~t savoir que la solution du probl~me, pour n quelconque, 
serait caract6ris6e par la possibilit6 d'aplatir arbitrairement les parall616- 
pip6des; et cette conjecture n ~ 2 se trouve, elle aussi, 6tre vraie pour n ---- 2 
etn  ---- 3. 
On peut, en fait, consid6rer deux problbmes distincts (P) et (P') suivant 
que l'on n'impose pas ou que l'on impose aux parall616pip~des d'etre 
arbitrairement aplatis; si l 'on appelle tn le nombre minimum pour le 
probl~me (P) et t,~ pour le probl6me (P'), on a 6videmment 
t .~t~.  
La remarque finale consiste en r6alit6 ~t 6tablir que t,~ ~> n 9 2'~-1; d'og 
il r6sulte bien en effet que si tn = t~, (ce qui est la conjecture n~ 2), alors 
t~ >~ n . 2 ~-~. 
Dans le pr6sent article, nous 6tablissons essentiellement l'6galit6 
t~ = n 9 2"-1; ce qui permet notamment, et sans faire appel h la conjecture 
n ~ 2 ni h aucune autre, d'6tablir que 
t. <~ n.2. -~.  
11 r6sultera notamment de cette in6galit6 que la conjecture n~ 2 (tn = t,~) 
et la conjecture g6n6rale (t,~ ----n-2 '~-1) sont ou toutes deux vraies, ou 
toutes deux fausses. 
2. DI~FINITIONS ET HYPOTHESES MINIMALES POUR LE PROBLEME (P') 
L'espace dans lequel nous nous plagons sera le produit cart6sien de n 
ensembles $1 $2,..., S,~ dont nous supposerons seulement que chacun est 
compl6tement ordonn6 et comprend suffisamment d'616ments (on pr6cisera 
plus loin combien): 
~ =& x $2 x "" x S,,. 
Dans le seul but de raccourcir certaines phrases des raisonnements, nous 
supposerons en r6alit6 qu'aucun des Si n'a ni maximum ni minimum. 
Bien entendu un cas particulier possible est celui off 5a, ---- R% auquel 
est emprunt6e la terminologie usuelle; notons toutefois que les raisonne- 
merits "par continuit6" nous seront interdits (et leurs pi~ges 6ventuels 
nous seront, du m~me coup, 6pargn6s). 
La relation d'ordre total de l'ensemble Sisera not6e ~< quel que soit i, 
toute ambiguit6 rant exclue par les appartenances des 616ments compar6s. 
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En outre il sera commode d'adopter,  ~t titre abr6viatif, les notations et 
d6nominations suivantes, off e d6signe un 616ment (ou "point")  arbitraire 
de Si: 
e + = {x t x E S i ,  x ) e} (demi-droite positive) 
e- = {x ] x e Si , x ~< e} (demi-droite n6gative) 
e ~ = {e} 
Nous appellerons orthant plein tout produit cart6sien de n demi-droites 
incluses respectivement dans les S i ,  et orthant aplati tout produit cart6sien 
de n parties respectives des Si qui, ~t l 'exception d'une seule qui se r6duit ~t 
un point, sont toutes des demi-droites. 
Si l 'on 6crit 
= x @ x " ' "  x e%, .  
la suite des "exposants" a~ est, pour un orthant plein, une suite de sym- 
boles + et - - ,  et pour un orthant aplati une suite de symboles +,  - -  on o 
~t laquelle on impose seulement d'avoir un terme et un seul qui soit o. Nous 
dirons que les suites 
(el e2 ..... e,~) et (al a2 ..... a~) 
d6finissent respectivement le sommet et la direction de l 'orthant o~; il y a 
6videmment en tout 2 n directions possibles d'orthants pleins, et n" 2 n-1 
directions possibles d'orthants aplatis. 
Supposons que l 'on se donne dans 5:~_ 1 un ensemble fini H de points, et 
que l 'on sache qu'un certain syst~me d'orthants pleins dont les sommets 
appart iennent ~t H remplit 5an_l. Alors il est clair qu'il doit y avoir clans 
le systbme au moins un orthant de chacune des 2 '~-1 directions d'orthants 
pleins possibles; car si par exemple il n 'y  avait pas d'orthant de direction 
(4- § ..- +) ,  il suffirait de consid6rer un point M dont la i-i6me coor- 
donn6e soit sup6rieure b. la plus grande des i-i~mes coordonn6es des points 
de H pour voir que ce point M ne pourrait  appartenir ~t aucun des orthants 
du syst~me. 
I1 en r6sulte notamment  comme cons6quence que si un syst~me fini g-2 
d'orthants aplatis de 5#~ se projette sur 5:,_~ suivant un syst~me qui 
remplit S:~_ 1 , .(2 comprend au moins 2 "-~ orthants de direction parall~le 
~t 5:~_~; et si ~2 poss~de cette propri6t6 relativement ~t chacun des n hyper- 
plans de coordonn6es, ~2 comprend au moins n .  2 '~-t orthants aplatis. 
Cela suffit pour affirmer que t,~ ) n 9 2 ~-1, ce que nous exprimerons 
en disant qu'il faut au moins n .  2 '~-~ orthants aplatis pour "barrer"  
l 'espace S:~. 
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3. MI~THODE DE CONSTRUCTION D'UNE SOLUTION GI~NI~RALE 
Pour montrer que t,~ = n 9 2 n 1 nous allons en fait exhiber un syst~me 
s compos6 de n -2  n-1 orthants aplatis deux ~ deux disjoints, et qui 
barrent l'espace S:~. La suite du pr6sent paragraphe ne donne que le mode 
de construction de 0n;  la justification du fait que le syst~me construit g2n 
poss6de les propri6t6s voulues sera donn6e au paragraphe 4. 
Voici la r~gle de construction: 
3.1. Se donner clans $1 n 9 2 ~-~ points distincts arbitraires (points de base) 
et les numdroter de 1 Lt n 9 2 n-~ clans l'ordre croissant; opdration analogue 
dans S i ( i  = 2, 3 ..... n) avec le mSme principe de numdrotage de 1 ~ n 9 2 n-1. 
Toute coordonn6e d'un point de 5:~, si elle est un "point de base", sera 
consid6r4e dor6navant comme 6gale ~t son num4ro dans cette num6rota- 
tion. 
3.2. De la suite N~ des entiers croissants de 1 gt n 9 2 n-l, extraire une 
suite croissante Fn de 2 n-~ entiers construite comme suit: les 2 ~-2 premiers 
termes reproduisent la suite Fn_~ , qui a pour dernier terme (n --  1) 2 n-e , 
et les 2 ~-2 autres termes sont les prdcddents d~calds de (n + 1) 2 '~-2 (de 
sorte que le dernier terme de F~ est bien n 9 2n-1). Toutes les suites Fn sont 
ainsi des sections d'une suite universelle 
F= 1 I 4 I 9 12 I 21 24 29 32 I 49 52 57 60 69 72 77 80 [ -" 
F~F~ s s F5 
Les entiers de F seront commod6ment appel6s "ambidextres". 
3.3. Entre deux entiers ambidextres consdcutifs, rep~rer les "tranches" 
d'entiers naturels consdcutifs; appeler ces entiers alternativement "entiers 
droits'" et "entiers gauehes", en commencant chaque tranche, dans l'ordre 
croissant, par un entier "droit". (On voit ais6ment qu'entre 1 et n 9 2 "-~ 
il y a ainsi en tout 2 "-~ tranches, r6parties en 
1 tranche de 2 n-1 entiers 
2 tranches de 2 n-2 entiers 
4 tranches de 2 n-3 entiers 
etc. 
2 n-2 tranches de 2 entiers). 
3.4. Disposer de la manidre suivante les entiers, de 1 gt n 9 2 n-1 inclus, en 
un tableau de 2 n-1 lignes et n colonnes. 
Remplir la premi6re colonne, de haut en bas et dans l 'ordre croissant, 
l'aide des 2 n-x entiers "ambidextres". Inscrire de m~me dans la 2hme 
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colonne d 'abord  les plus petits entiers (tous droits) de chaque tranche de 
2, puis leurs suivants respectifs (tous gauches). Inscrire ensuite dans la 
3~me colonne d 'abord  les plus petits entiers de chaque tranche de 4 (tous 
droits et au nombre de 2n-3), puis leurs suivants (tous gauches), puis 
encore leurs suivants (tous droits) et enfin les plus grands de ces tranches 
(~t nouveau tous gauches). Cont inuer ainsi jusqu'~t la derni6re colonne, o?a 
s'inscrivent, dans l 'ordre croissant, les entiers de l 'unique tranche (centrale) 
de 2 n-1 entiers, alternativement droits et gauches. (I1 est commode d'accom- 
pagner chaque entier 6crit du signe q-, - -  ou o suivant qu'i l  est droit, 
gauche ou ambidextre). 
3.5. Considdrer chacune des lignes du tableau prdc~dent comme pro- 
long~e par la ligne qui est sa symOtrique par rapport d l'interligne central. On 
peut ainsi imaginer les n 9 2 n-1 entiers comme trac6s sur un cylindre Cn 
dont le "d6veloppement" est constitu6 par la moiti6 sup6rieure du tableau 
pr6c6dent, compl6t6e (par exemple ~t sa droite) par  les lignes de la partie 
inf6rieure convenablement dispos6es. (Cette disposit ion peut d'ai l leurs 
~tre obtenue directement, en r6unissant en une seule d6marche les 6tapes 
3.4 et 3.5). 
Les figures ci-dessous ont les d6veloppements des cylindres C~ Ca Ca C5: 
I 1 2 + 4 ~ 3-  [ 
c~ 
10 2 + 5 + 12 o 11- 8-  
4 ~ 10 + 6-  90 3-  7 + 
c~ 
c, 
1 ~ 2 + 5 + 13 + 
4 ~ 10 + 25 + 14- 
9 ~ 22 + 6-  15 + 
12 o 30 + 26- 16- 
32 ~ 31- 28- 20- 
29 ~ 23- 8-  19 + 
240 11- 27 + 18- 
210 3-  7 + 17 + 
c~ 
0 
4 ~ 
9 o 
12 o 
21 o 
24 o 
290 
32 ~ 
2 + 5 + 13 + 
10 + 25 + 61 + 
22 + 53 + 14- 
30 + 73 + 62- 
50 + 6-  15 + 
58 + 26- 63 + 
70 + 54- 16- 
78 + 74- 64- 
33 + 80 ~ 179-  
34- 77 ~ 71- 
35 + 72 ~ 59- 
36- 69 ~ 51- 
37 + 60 ~ 31- 
38- 57 ~ 23- 
39 + 52 ~ I 11- 
40-  4901 3-  
76- 
56- 
28- 
8-  
75 + 
55 + 
27 + 
7 + 
68- 48-  
20- 47 + 
67+ 46- 
19 + 45 + 
66- 44- 
18- 43 + 
65 + 42- 
17 + 41 + 
88 KREWERAS 
3.6. De l'une queleonque des n 9 2 ~-~ manikres possibles, dcrire n termes 
eonsdeutifs d'une ligne de C~ (le eons~cutif du "dernier" terme dtant bien 
entendu le "premier"), et interprdter l'dcriture obtenue comme ddsignant 
un produit eartdsien, c' est@-dire en fin de eompte un orthant aplati. 
EXEM•LE (tir6 de C5): 
75 + x 66- • 44- • 21 ~ • 50 + 
d6signe dans 5:  sun  orthant aplati ~o de direction (+ --  -- 0 +)  et de 
sommet (75, 66, 44, 21, 50), 6tant toujours entendu que la 16re coordonn6e 
d6signe le 75me, dans l 'ordre croissant, des "points de base" de $1 (cf. 3.1), 
etc. 
En rdp6tant cela de chacune des n 9 2 "-1 mani6res possibles, on obtient 
un syst6me d'orthants f2, deux ~t deux disjoints et qui barrent l'espace. 
4. JUSTIFICATION 
4.1. La justification du fait  que le systOme d' orthants s barre l'espace 
5~ est assez facile par rdcurrence sur n. On ne fait aucun sacrifice de g6nd- 
ralit6 en se bornant ~t raisonner en projection sur l 'hyperplan 
~n-1  = S1 X S 2 X "'" X Sn_ 1 , 
Les orthants de s dont les directions sont parallbles ~ 5:~_ 1 (n ~" 
coordonn6e constante) ont des sommets dont les projections ur 5:,_ 1 sont 
donn6es, dans C , ,  par les 2 "-1 successions de n --  1 entiers d'une m~me 
ligne qui pr6c~dent (ou qui suivent) un ambidextre. Chacun des orthants 
pleins ainsi obtenus dans 5~_1 a d'autre part sa direction pr6cis6e par la 
suite des "exposants" ( §  ou --) des coordonn6es de son sommet. 
I1 est clair que la propri6t6 de ces 2 n-~ orthants pleins de remplir ou non 
S:~_t se conservera par un renum6rotage de leurs i-i~mes coordonn6es 
de i ~ 2 ~-~ dans leur ordre croissant, et cela quel que soit i E {1, 2 ..... n - -  1}. 
On peut par exemple ainsi remplacer les tableaux de gauche ci-dessous, 
directement tir6s de Ca et C4, par les tableaux de droite qui r6sultent du 
renum6rotage: 
2 + 5 + 1 + 1 + 
10 + 6- 3 + 2- 
3- 7 + --> 2- 3 + 
11- 8- 4-  4-  
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2 + 5 + 13 + 1 + 1 + 1 + 
10 § 25 + 14- 3 + 5 + 2-  
22 + 6-  15 + 5 + 2-  3 + 
30 + 26- 16- 7 + 6-  4 -  
3-  7 + 17 + 2-  3 + 5 + 
11- 27 + 18- 4 -  7 + 6-  
23- 8-  19 + 6-  4 -  7 + 
31- 28- 20- 8-  8-  8-  
Les 2 '~-1 orthants pleins eux-m~mes sont alors commod6ment num6rot6s 
par  leur dernibre coordonn6e. Pour 6tablir que ces orthants remplissent 
l 'espace 5:~_ 1 , il suffit de se donner un point  M arbitraire; la derni~re 
coordonn6e z de M appart ient 6videmment ~t toutes les demi-droites 
positives d'extr6mit6 impaire et ~< z, et ~t outes les demi-droites n6gatives 
d'extr6mit6 paire et >~ z. Au  total ces demi-droites sont toujours en nom- 
bre au moins 6gal (6ventuellement sup6rieur d 'une unit6) ~t 2'~-2; il suffit 
donc de v6rifier que les 2 "-2 orthants correspondants remplissent 5:~_ 2 . 
Or cela est assur6 du fait qu 'un renum6rotage des n - -  2 premieres coor- 
donn6es de ces 2 ~-2 orthants fait retomber sur un probl~me de m~me 
nature dans une dimension de moins; la d6monstrat ion se fait ainsi par 
r6currence. 
4.2. Un peu plus ddlicate est la justification du fait que les orthants du 
systkme ~ construit sont deux g~ deux disjoints. Elle repose essentiellement 
sur l '6tude d 'un certain ensemble fini ~ de n 9 2 ~-1 616ments muni simul- 
tan6ment de deux structures, l 'une ordinale, l 'autre cylindrique (orient6e). 
Les 616ments de ~,  ou "direct ions",  seront toutes les suites de n 
symboles a~ a2 ..... an choisis parmi l 'ensemble {4-, - - ,  o} de telle fagon 
qu'un symbole et un seul soit o. 
Structure ordinale: 
Soit a et b deux directions distinctes de ~,  avec 
a = (a  I a2  " ' "  an) et b = (bi b2 "'" b~), 
et appelons h le plus petit indice tel que ah ~ bh. Convenant de consid6rer 
l 'ensemble des 3 symboles comme ordonn6 lui-m~me par - -  ~ o < +,  
nous dirons par  d6finition que 
(1 ~ Si Fun des h - -  1 premiers symboles, communs ~ a et ~ b, est o, 
a et b se comparent  dans le m~me sens que ahet  b~. 
(2 ~ Dans le cas contraire, a et b se comparent  en sens inverse de ahet  
bh. 
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EXEMPLES (-'~8) : 
(+-  o + -  + -  +)<(+-  o 
(+ - + o - - )<(+ 
++--+)  
++-o)  
I1 revient au mame de dire qu'on 6num6re les directions de ~,  dans 
l'ordre croissant en 6num6rant d'abord dans l'ordre croissant toutes celles 
de ~n-1 enrichies d'un signe suppl6mentaire q- en tate, puis toutes celles 
qui commencent par o dans l'ordre lexicographique croissant des signes 
- -  et -k, puis ~t nouveau dans l'ordre croissant routes celles de N,_I mais 
enrichies d'un signe suppl6mentaire -- en tare. 
I1 est ais6 de s'assurer que le num6rotage de ~,  dans l'ordre croissant 
donne des num6ros droits, gauches ou ambidextres (au sens de 3.2 et 3.3) 
aux directions dont les derniers symboles respectifs ont --, § ou o; nous 
dirons que ces directions elles-m~mes sont respectivement droites, gauches 
ou ambidextres. 
Structure cylindrique: 
D6signant par & le symbole oppos6 ~t a, c'est-h-dire 
q-s i~- -  , s i~= §  
d6finissons 7(a) pour tout a E ~n,  par 
7(a) = 7(al as ..... an-x an) = as az ..... a, d 1 , 
et de proche en proche 72(a), 73(a), etc.; on a 6videmment 
y2n(a) = 7~ a. Les directions se r6partissent ainsi en 2 n-~ cycles 
dont chacun se compose de 2n d'entre elles dans un "ordre cyclique". 
Ces deux structures 6tant d6finies, nous dirons que deux directions 
distinctes ont discordantes i la plus petite des deux est gauche ou ambi- 
dextre et qu'en m~me temps la plus grande st droite ou ambidextre. Nous 
6noncerons alors le lemme suivant: 
LEMME. Etant donnd deux directions distinctes a et b quelconques de 
~n , il existe au moins un entier h tel que les deux directions 7h(a) et ~h(b) 
soient discordantes. 
4.3. Pour dtablir ce lemme, nous distinguerons deux cas, suivant qu'il 
existe ou non pour les directions a = (al as ..... an) et b = (ha b~ ..... b,) un 
symbole commun, c'est-~t-dire un i tel que ai = bi 9 
(1 o) Si ai = b~ = o, 7~(a) et ~,~(b) ont toutes deux o pour symbole 
final, elles sont donc routes deux ambidextres, et par cons6quent sont 
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discordantes. Si a~ = b, :~ o, consid6rons dans ~-1  les deux directions 
a ---- (al ..... ai_l ai+~ ,..., an) et fl = (b~ ..... bi_~ b~+x ..... b~). I1 r6sulte 
des rbgles de comparaison appliqu6es ~t ~ et h ~_1  que a et b se 
comparent comme c~ et/3; et comme l'effet de l'op6rateur yh n'est que de 
d6placer i, yh(a) et y~(b) se comparent comme yh(a) et yh(fi). Or les symboles 
fnals de yn(a), quand h crolt en sautant les valeurs i + An, se succ~dent 
comme les symboles finals de yh(~) pour h quelconque; et de m~me pour 
bet/3. I1 en r6sulte que si le lemme a 6t6 pr6alablement 6 abli dans ~._~,  il 
l'est lorsque l 'on se place dans ~,, avec l'hypoth~se ai = bi 9 
(2 ~ Si pour tout i l 'on a a, ~ br supposons par exemple que an ---- o 
et b~ = -- (on peut toujours se ramener ~ cette hypoth~se en transformant 
a et b par un m~me yk convenablement choisi), et appetons h le nombre de 
signes - -  qui apparaissent au d6but de la suite de symboles (al a2 ..... a._l o) 
qui d6finit a, avant l 'apparition du premier symbole + ou o. On a 
hE{O, 1 ..... n - -  1). 
Si h = O, a~ = +donc  b~ est ou -- ou o, mais dans les deux cas a < b. 
Mais a est ambidextre t bes t  droit, doric a et b sont des directions dis- 
cordantes. 
Si 1 ~< h ~< n --  2, ~,~(a) commence par ah+ 1 et finit par an, qui sont 
tous deux des +.  yh(a) est donc ~t la fois plus petit que yh(b) (qui commence 
par --  ou o) et gauche; et comme vh(b) se termine par --  ou o, c'est-h-dire 
est droit ou ambidextre, yh(a) et yh(b) sont des directions discordantes. 
Enfin si h = n -  1, a = ( - - )n- lo ,  yn-l(a)= o(+) n-l, et yn-x(b) 
commence par bn =-- .  Donc  y" -X(a)< y~-l(b); de plus y"-l(a) est 
gauche et y~-~(b) est droit ou ambidextre, donc les directions y~-~(a) et 
y'*-l(b) sont discordantes. 
Dans tous les cas yh(a) et ~n(b) sont finalement des directions dis- 
cordantes, ce qui ach~ve de d6montrer le lemme dans ~.  
4.4. Une fois le lemme dtabli, la ddmonstration du fait  que les orthants 
aplatis du systdme s construit au w 3 sont deux d deux disjoints ne prdsente 
plus aucune difficultd. 
I1 suffit en effet d'associer h chacun des entiers inscrits sur le cylindre C~ 
la direction ddfinie par la suite des "exposants" de ses n premiers succes- 
seurs dans l 'ordre cylindrique. Par exemple ~t l'entier 31- de C 5 est ainsi 
associ6e la direction (+ -- --  o +) .  
On s'assure sans peine non seulement que cette correspondance entre 
C,~ et ~ est bijective mais encore qu'elle constitue un isomorphisme du 
double point de vue de la structure ordinale et de la structure cylindrique. 
A une paire de directions discordantes correspondent ainsi deux entiers 
de C~ dont le plus petit est affect6 de l 'un des exposants --  ou o, et le plus 
grand de l 'un des exposants + ou o. Dans l'interpr6tation ensembliste des 
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exposants qui a 6t6 d6finie au w 2, cela veut dire que les ensembles corres- 
pondants,  s'ils sont port6s par  un m~me S~, sont d' intersection vide. 
Compte tenu de l '6tape finale 3.6 de la construction de ~2,, le lemme 
6tabli apporte ainsi la garantie que l ' intersection de deux quelconques to 
et to' des orthants, laquelle est le produit  cart6sien de n facteurs dont cha- 
cun est l ' intersection o~ c~ to~ de leurs projections sur un St ,  est vide 
comme ayant au moins un facteur vide. 
EXEMPLE" 
to =(75  + x 66- x44-  x 21 ~ x 50 + )
to'-- - -(10 + x25 + x 61 + x 34- x 77 ~ )
Ce sont ici les projections ur $8 (et sur $3 seulement, se trouve-t-i l) qui 
ont une intersection vide, et cela parce que pour  les directions 
a = ( - -  - -  o + - - )  et b = (+ + - -  o - - ) ,  respectivement associ4es aux 
entiers 75 + et 10 § du cyl indre C 5 , c'est y2(a) et 7~(b) qui sont les directions 
discordantes dont le lemme nous affirme l'existence. 
